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Resumo

A abordagem sobre o tratamento das séries da forma Y™, x* surge pela necessidade de que os
estudantes do 1° Ano dos cursos em Ensino e Investigacao de Matematica, Fisica e Quimica do
Instituto Superior de Ciéncias da Educacao da Huila, tém dificuldades em desenvolvé-la para
assegurar o calculo de areas pelas somas de Riemann, A = r{l_r)l(;lo Yieq f(x))Ax e compara-la com

a area delimitada pela curva y = f(x) e o eixo dos XX, no intervalo [a, b], designada por;

Maitsculad = f: f(x)dx . O objectivo da pesquisa visa elaborar elementos como as séries da

forEa Y™ , x™, de garantir o asseguramento do tratamento das somas de Riemann. A pesquisa
é do tipo descritivo, com pendor qualitativo, pelo facto de incidir sobre revisao documental e
exploracdo de dados informais resultantes da interaccdo entre docentes e discentes. As
informagoes garantiram a falta de abordagem do tipo de séries, o que dificulta o tratamento
das somas de Riemann e sua evolucao para o Método da Exaustdo. Neste contexto, impoe-se
uma Didactica da Matematica que postula o principio da sistematicidade l6gica e sequencial
de contetidos onde se pode abordar; i) As somas das séries da form Y7, x, ii) O célculo de
areas pelas somas de Riemann e iii) O Calculo de areas pelo método da exaustao. Desta feita, o
artigo faz inicialmente uma abordagem acerca das somas de n primeiros termos de séries;
aritmética, de quadrados de termos, de cubos de termos e assim sucessivamente.
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Abstract

The approach to the treatment of series of the form arises from the need for students in the 1st
year of the programs in Mathematics, Physics, and Chemistry Education and Research at the
Higher Institute of Educational Sciences of Huila, who have difficulties in developing it in order
to ensure the calculation of areas by means of Riemann sums, A = rlll_r)rgo Yz f(x)Ax, and

comparing it with the area bounded by the curve y = f(x) and the XX axis, in the interval [a, b],
The research aims is to develop elements such as series of the form Y™ , x¢, in order to ensure
the treatment of Riemann sums. The research is descriptive, with a qualitative approach, since
it focuses on documentary review and the exploration of informal data resulting from
interaction between teachers and students. The information confirmed the lack of an approach
to this type of series, which makes it difficult to deal with Riemann sums and their evolution
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into the Exhaustion Method. In this context, a Didactics of Mathematics is required that
postulates the principle of logical and sequential systematicity of contents, where the following
may be addressed: i) sums of series of the form Y[, x;, ii) the calculation of areas by Riemann
sums, and iii) the calculation of areas by the method of exhaustion. Thus, the article initially
addresses the sums of the first nn termsof series: arithmetic, squares of terms, cubes of terms,
and so on.[tl

Keywords: Assurance, Series, Riemann sums.

Resumen

El enfoque sobre el tratamiento de las series de la forma surge por la necesidad de que los
estudiantes del 1.° afio de las carreras de Ensefianza e Investigacion de Matematica, Fisica y
Quimica del Instituto Superior de Ciencias de la Educacion de Huila tengan dificultades para
desarrollarla con el fin de asegurar el clculo de areas mediante s sumas de Riemann,EA4 =
Tlll_r& Y f(x;)Ax, y compararla con el area delimitada por la curva y = f(x) y el eje XX, en el

intervalo [a, b], designada por A = f; f(x) dx. El objetivo de la investigacion es elaborar

elementos como las series de la forma Y, x!, para garantizar el tratamiento de las sumas de

Riemann. La investigacion es de tipo descriptivo, con enfoque cualitativo, por incidir sobre la
revision documental y la exploracién de datos informales resultantes de la interaccion entre
docentes y discentes. La informacion confirm¢ la falta de abordaje de este tipo de series, lo que
dificulta el tratamiento de las sumas de Riemann y su evolucién hacia el Método de
Agotamiento. En este contexto, se impone una Did4ctica de la Matematica que postule el
principio de sistematicidad l6gica y secuencial de los contenidos, donde se puede abordar: i)
las Emas de series de la forma Y7, x;, ii) el calculo de 4reas mediante las sumas de Riemann y
iii) el calculo de areas por el método de agotamiento. De este modo, el articulo aborda
inicialmente las sumas de los primeros ntérminosde series: aritméticas, de cuadrados de
términos, de cubos de términos y asi sucesivamente.[!

Palabras clave: Aseguramiento, Series, Sumas de Riemann.
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Introducao

Esta seccao visa apresentar os elementos do asseguramento do nivel de partida na
abordagem do contetido, Somas de Riemann, aqueles que vao servir de suporte ao
tratamento das referidas somas.

A preocupacao prende-se com o facto de terem sido constatadas dificuldades da parte
dos estudantes em relacao ao conhecimento acerca da soma de n primeiros termos de
uma série, partindo de estudos feitos ao nivel de sucessoes: aritmética, geométrica,
geométrico-aritmética e outras. A nivel do ISCED-Huila, as unidades curriculares de
Analise Matematica I e II sdo dadas no 1° ano dos cursos de Ensino e Investigacao de
Matematica, Fisica, Informatica-Educativa e de Quimica. Entre os contetdos
programaticos da disciplina consta o contetido programatico sobre o “ Calculo de areas
pelo Método da Exaustao”.

A questao fundamental da nossa investigacao prende-se com o facto de os contetidos
sobre as somas de Riemann nao estarem integrados no programa das cadeiras em
referéncia, uma vez que constituem um grande suporte ao céilculo de areas pela
integracao.

As somas de Riemann implicam o tratamento de séries para dai deduzir-se o termo
geral da soma de n primeiros termos, para ser aplicado na soma de Riemann. Neste
sentido, consideramos que as somas de Riemann devem servir de base ao célculo de
areas. Em termos sequenciais nos programas curriculares, consideramos que o calculo
de areas deve ser dado a posteriori as somas de Riemann, pois tem a funcio de
confirmar o resultado das somas de Riemann.

O tratamento de séries e suas demonstrac¢oes constitui uma boa base de asseguramento
do nivel de partida para a ministracao das somas de Riemann e estas como base no
calculo de areas por integracao.

Construcao de saberes

O processo de ensino e aprendizagem é actualmente caracterizado pelo sistema de
construcao de saberes, uma vez que pressupoOe a interaccao dos intervenientes no
processo docente-educativo, com o intuito de se garantir a transmissao e assimilagao
de conhecimento por parte do docente e estudante, respectivamente.

A construcao de saberes refere-se ao enfoque de Piaget, citado por Nolasco (2009), que
diz que o conhecimento resulta da simbiose entre a corrente racionalista e a corrente
empirista. Este processo resulta da questao de que os racionalistas julgavam que a
razao por si s6 produzia conhecimentos e o método da ciéncia era o dedutivo, enquanto
que os empiristas defendiam o argumento de que o conhecimento era resultado da
experiéncia e o método da ciéncia era o indutivo. Destas posicoes antagdnicas, Piaget
investigou pormenorizadamente e chegou a conclusao de que nem a primeira e nem a
segunda, mas sim a fusao das duas correntes; a corrente racionalista e a corrente
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empirista.
O enfoque de Piaget, encoraja o pesquisador a pautar por;
i) Tratamento de séries da forma ¥ , x*,
ii) Tratamento das somas de Riemann no célculo de areas, formadas pela curva
y = f(x) e pelo eixo dos XX e

iii)  Tratamento do célculo de areas pela integracao.

Os itens anteriores manifestam os eixos teméaticos que devem ser desenvolvidos desde
as séries, passando pelas somas de Riemann até ao calculo de areas pela integracao.
Este processo evidencia a construcdo de conhecimentos que se faz de forma
escalonada.

O estudo de séries, parte do estudo de sucessoes cuja disposi¢ao de termos é dada por;

U1, Uz, U3, Up—3, Up—2, Up, Upt+1, Un42, Un43,"
Esta sucessao de termos infinitos mostra que os estudantes antes de se referirem a ela
devem mostrar o dominio da teoria de conjuntos numéricos (naturais, inteiros,
racionais, irracionais e reais), para terem a nocao geral da progressao dos termos, para
além de outras operacoes envolvidas, no tratamento de sucessoes.

De sucessoes, pode-se obter a série S, cuja notagao é:

S = Uuq + U, + Us + 4+ Up—_3 + Up—2 + Uy + Up+1 + Up42 + Up43 +
A soma anterior também pode ser expressa em;

S=uUup+ Uy + Uy + Uy Uy Ugyp = Z Un
n=1

Por uma questao de orientacao pedagobgica, é importante referir que em alguns

manuais utiliza-se a notagao de indice i, No somatorio, isto é:
co
S=u+ uy+ -t up o+ Uyt Upyg Uy = Zui
i=1

Nao obstante apenas a soma S, é necessario que os alunos tenham o dominio da soma
dos primeiros termos da série, isto é, a soma que vai desde o primeiro termo (u,) até
ao n-ésimo termo (u,).) Matematicamente, escreve-se:
n
Sp=up+ up+tuy,+ u, :Zui
i=1

A soma de n primeiros termos é tao importante porque gera a natureza da soma infinita
de termos (S), se é convergente ou divergente. Para tal, obedece a formula;

Maidscula S é igual a limite como n até a infinito de maitscula S inferior a linha nS

=1lmS, =a
n—->oo

Se for real, a série S é convergente.
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Se for +oo, a série S é convergente.

Algumas propriedades de séries, para todo e qualquer k € N, i e Nen € N:
1) Y k=kn

2) Yici(a;+ b)) =Xiia;+ YL b

3) Yici(ai— b)) =Xiiai — Xic b

MIlia=a,+ Xt ay

Tratamento de algumas séries

O tratamento de séries que levamos a cabo parte dos termos de uma dada sucessao U,
cuja soma dos mesmos venha garantir um termo geral da referida soma. Assim, as
sucessoes que conduzem as séries, a estudar, sdo de natureza diversificada onde se
constata sucessoes; aritméticas, geométricas, geométrico-aritméticas e outras com

especificidade de tratamento proprio.

Neste contexto, aferem-se as seguintes definicoes:

Definicao 1: Sucessao — é toda a sequéncia de termos que obedece uma certa ordem
e denota-se por;

U, Uy, Us, ey U, Upy Upgqs - (1)

Desta sucessao identifica-se o termo geral ,u,, ou seja o termo de ordem n ou ainda o
n-ésimo termo, segundo Nolasco (2019).

Definicao 2: Série é a soma infinita de termos de uma dada sucessao, segundo

Nolasco (2019). Denota-se por;
S=u+uytus+ ot up g Fup+ U+ =D Uy (2)

,Da relacao (2), pode-se deduzir a soma de n primeiros termos que se denota por S,, ,
que garante a soma desde o primeiro termo u, até ao n-ésimo termo u,,, isto é,

S=wu+u,+us+ U Fu, =20 u, (3)

Séries de diferentes sucessoes e suas demonstracoes
Pretende-se abordar séries de progressoes aritméticas e geomeétricas, séries

geométrico-aritméticas e outras com especificidade propria.

Definicao 3: Série aritmética — ¢é toda a soma infinita de termos de uma

progressao aritmética. Denota-se por:

S=u +utuz+ o Fu g Fuy,F U+ =Y Uy 4)
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Como a progressao aritmética é dada por disposicao de termos em que a diferenca

entre um termo qualquer e o seu precedente é constante, a relacdo (4) toma a forma:

S=u+(uy+r)+w+2N+ .+ +Mm-2)N+ W +MmM-Dr)+ (uy +(nr) +
=Yy (5).

Da relacao (5), pode-se deduzir que o termo geral da progressao aritmética é:

u, = u, + (n — 1)r, sendo r, a razdo da referida progressao.

Tencionando fazer uma restricdo para a soma de n primeiros termos, a relacao (4)

transforma-se em:

Sp=uy +uy; +uz+ ...+un_1+un=2un

Assumindo a forma da relacao (5), tem-se:
Spn=uy+u+r)+ Wy +2N+ o+ + -2+ +(m-Dr)=X"1_u, (6).

Da relacdo (6), se pode demonstrar que a soma de n primeiros termos de uma

progressao aritmética é:

_ (ug +up)n
B 2
Sendo a relacao (6) da soma de n primeiros termos da progressao aritmética tem-se;

Sn

Son=uy1+uy++wWy+2N+ .+ +M -3+ +M=-2)r)+ (w + (n—
1)r) (7)

Invertendo a ordem das parcelas da relacdo anterior, vem:

Sp=w+n-DrN+w,+m-2)r)+w+Mm-=3)r) ..+ (u, +2r)+ (u, +r) +u,
(8)

Procedendo a soma de (7) e (8) vem:

Sp+Sp=[u+(n—-DnN+uy ]+ +m-2)r)+@w, +n]+[(w,+(n—-3)r)+u +
2rl+ ...+ [y +m=3)r)+u; +2r]+ [y + (m—=2)r) +u; + 1+ [(uy + (n — Dr) + yy].

E sabido que a soma de termos equidistantes € igual a soma dos extremos na
progressao aritmética.

25, =Cu+(n—-1)n+QRuu+(n—-1)nN+Qu+(n—1r) +...+ Cuyy + (n—1r)
+QRui+n—Dr)+ Quy + (n—1r)

Como se tem n parcelas de (2u, + (n — 1)r), a soma anterior toma a forma:

25, = (uy + (n - Hryn = 5, = LT DO

Sabendoqueu, =u, + (n — 1)r = (n — 1)r = u, — u,, arelacao anterior escreve-se:
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_ (ul + un)n

Sn >

9

Como se pretendia demostrar.

das parcelas convertidas em produtos de dois factores, os primeiros factores estao em
progressao aritmética, de termo geral n, e os segundos factores estdo em progressao
geométrica de termo geral q".

ApresentacE de séries na forma Y,

Parte-se da série aritmeética;

[ee]

1+2+3+4++n+--= Zn

n=1
A soma de n primeiros termos calcula-se pela formula ;

(u +uy)n n(1+n)
=TT T T3

Desta feita confirma-se o resultado obtido.

a) S=124+22+43%+ . +n?+-- =32 n%

Segundo Cardoso, Szymanski & Rostami (2009), tem-se:

s;=1
52:5
53=14‘

S, =12+2243%2+ ..+n?
Multiplicando as trés primeiras somas parciais por 6, vem:

6s, = 6 = 1.2.3
6s, = 30 = 2.3.5
6s; = 84 = 3.4.7

Inferior6S, =n.(n+1)(2n+1)

Das primeiras somas parciais multiplicadas por 6, os produtos de trés factores sao tais
que os primeiros factores estdo em progressao aritmética de termo geral n, os segundos
factores estao em progressao aritmética de termo geral n + 1 e os terceiros factores
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estdo em progressao aritmética de termo geral 2n + 1, segundo Cardoso, Szymanski &
Rostami (2009). Este processo justifica o produto de 6 pela soma de n primeiros
termos que se consubstancia por:

1
Inferior6S, =n.(n+1)2n+1) =S5, = e n+1)@2n+1)
b) S=13+23+33+ . +nd+- =30 nd

A soma de n primeiros termos vai ser obtida pelas somas parciais,

Sl=1=12
52:9:32
53 = 36 = 62

.................

S,=13+23+33+ .. +nd

Sendo as somas parciais, os quadrados das somas parciais de
14243444 +n+-= 32 n,

cuja soma, de n primeiros termos é ;

s — (ui+up)n _ n(1+n)
n h— — .

2 2
A referida soma de n primeiros termos assume a condicdo,( Cardoso, Szymanski &

Rostami;2009);

2 2 2
Sp=13+28 433+ 4nd =00 =1L
2 4
¢ Sp,=1*+2*4+3*+ . +n*+.- =372 n*
Desta série, a soma de n primeiros termos é dada por (Leithold, 1994).
n(n+1)(6n°+9n%+ n—1)

30
Outras formas de demonstracoes de somas de n primeiros termos de poténcias

S,=1*+2*+3*+ .. +n*=

1)Demonstraciao da soma de n primeiros termos de niimeros naturais
Sp=14+2+3++n

Partamos de poténcias de expoente dois, na segunda parcela.

1+1D?=12+211+1
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2+1)?2=22+221+1

B+1)2=32+231+1
(4+1)?2=42+241+1

m+1)?=n?+2n1+1

Somando membro a membro vem:
22432 4+4% 4+ +nP+ (m+1)2=(1%2422+32+ 4%+ +nH) +
+2(14+ 2+ 3+ 444 n) + (1 + 1+1+1++1)

Simplificando os termos do Membro Esquerdo com os da primeira parcela do Membro
Direito, vem:

22432 +4%2+ 4P+ (n+1)2-12-22-32-42—...—n? =
+25, + (1 +1+1+1+-+1)
Sendo; 14+ 2+ 3+ 44+ -+ n=2S,el+1+1+1+--+1=n

n+1)2-1=2S,+n
n+2n+1-1—-n=25,

1
Sp = En(n +1)
Demonstracao da soma de n primeiros termos quadrados

Sp=1*4+22+3*+4* 4 +n?

Partamos de poténcias de expoente trés, na segunda parcela.

1+1)3=13+3.121+311+12+1)*=23+3.22.1+321+1
(2+1)3=23+3.22.1+321+1
(3+1)3=3%3+3.32.1+331+1
Abre(4+1)3=43+3.42.1+341+1

nm+1)3=n%+3.n%21+3.n1+1

Somando membro a membro vem:

224+33+4834+ 40P+ (+ 1) =13 +22+33+43+-+n¥) +
+3(12+22432+42++n?)+31+2+3+ ..+ n)+ Q1+1+1+ ..4+1)

Passando a primeira parcela para o membro esquerdo e sendo,

Sp=12+422+324+42 4 ...+ n?
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vem:

3
(n+1)3= 1+35n+§n(n+1)+n
Multiplicando a relacao anterior por 2, vem:

2(n+1)3=2+6S,+3n(n+1)+2n2(n+1)3 =65, +3n(n+1)+2(n+1)
2(n+1)3=6S,+ (m+1)(3n+2)
6S, =2(n+1)>—(m+1)(Bn+2)
6S, = (n+1D2n*+4n+2-3n-2)

1
Sp = gn(n +1)(2n+1)
Demonstracao da soma de n primeiros termos ao cubo
Sp=13+22+33+43+- 408
Partamos de poténcias de expoente quatro, na segunda parcela.

6,1(1+1)*=1*+4.13.1+6.12.1+411+1
622+ 1)*=2%4+4.23.1+6.22.1+421+1
633+ 1)*=3*+4.33.1+6.32.1+431+1

6,44+ 1)*=4*+4.43.1+6.421+441+1
m+D*=n*+4n31+6.n%1+4n.1+1

Somando membro a membro e passando a primeira parcela do membro direito para o
esquerdo, vem:

m+D*—1=4S, +nn+1DCn+ 1D ++2n(n+1) + n

Tendo em consideracao que;

1
Sn=12+22+32+42+---+n2=gn(n+1)(2n+1)

vem:

m+D)*—1-n—-nn+1)2n+1)-2n(n+1) =4S,

m+1D)*—n+1)—-—n(n+1)2n+1)-2n(n+1) =4S,

S _(m+D[n+1)°-nC2n+1) -2n-1]

n

4
¢ - (m+ 1)?[(n+1)2 - (2n+1)]

n

4
_n*(n+1)?
n 4
Demonstraciao da soma de n primeiros termos de poténcias de expoente quatro

Sp=1%+2*+3*+ 4%+ ...+ n*
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Partamos de poténcias de expoente cinco,

10,1(1+1)>=1+5.1%.1+10.13.1+10.12.1+5.1.1 + 1
2+1)°=25+52%1+10.23.1+10.22.1+52.1+1
(3+1)°=3+5.3*1+10.33.1+10.32.1+53.1+1

(4+1)°=45+54*1+10.4%1+10.42.1+541+1

n+1)°>=n>+5n*1+10.n3.1+10n%.1+5n.1+1
Passando a primeira parcela do membro direito para o esquerdo vem:
25435+45 4+ 45+ (n+1)5=(15+25+3°+45+ -+ n®) + 55, +

1013 +23+33+ - +n)+10(1%2+22+32 + - +n®) +5(1+2+3++n)+ (1+1+1
++ 1)

5 5 5
(n+1)°=1+5S, +5n2(n + 1)? +§n(n +1D(2n+1) +§n(n +1)+n

6(n+1)°>=6+30S, +15n’(n+1)? + 10n(n + D2n+ 1) + 15n(n + 1) + 6n
305, =6(n+1)°—(m+ D[15n*(n + 1) + 10n(2n + 1) + 15n + 6]
305, = (n + 1)[6(n + 1)* — (1513 + 15n2 4+ 20n* + 10n + 15n + 6)]

30S,, = (n+ 1)[6n* + 24n3 + 36n? + 24n + 6 — 1513 — 35n% — 25n — 6]

1
Sp = %n(n +1)(6n®>+9n%2+n—1)

Assim , sucessivamente o processo segue para outras poténcias de expoentes maiores que
quatro.
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Somas de Riemann

Para se efectuar as somas de Riemann, no calculo de areas, deve-se ter de antemao a
nocao de particao de um dado intervalo, a nocao de resolucao de limites pelo facto de
que, se a particao do intervalo for feita por nimero n suficientemente grande, com n
até a infinito, aplica-se a nocao do limite.

O processo de particio do intervalo [a,b] por n subintervalos iguais garante um
conjunto de rectangulos abaixo da curva ou acima da cuFecha) com o eixo dos XX ,
tendo cada rectangulo por base Ax e altura f(x;), perfazendo uma area de; Ax. f (x;).

A soma das areas dos referidos rectangulos por baixo da curva ou acima de y = f(x),
no intervalo|[a, b], converge a area formada pela curva e pelo eixo dos XX no referido
intervalo, isto é, a area resultante dos rectangulos pode ser maior ou menor, conforme
se encontre um pouco acima ou abaixo da curva, respectivamente. Neste sentido, a area
é aproximada da curva.

Para se visualizar a area formada pelos rectangulos, apresenta-se o grafico abaixo,
manifestando a area formada pela curva y = f(x), pelo eixo dos,XX, no intervalo [a, b].

x

menos 1 fim de inferior a linha, x inferior a linha i, fecha paréntese reto .
Entao,, abre Definicao 5: Suponha que a funcao seja continua no intervalo [a, b]
com f(x) = 0 para todo x € [a, b] e seja R a regido limitada pela curva f(x) e pelo eixo

dos XX e as rectas x = a e x = b. Do intervalo|a, b], particione-se em n subintervalos
. . . b—a o 4 s . ~
iguais de comprimento Ax = — . Denote-se 0 i-ésimo subintervalo por [x;_4, x;]. Entao

a medida da area da regiao R é dada por:
A= lim Y, f(x)Ax x; = a+ iAx, segundo Leithold (1994).
n—->oo
Da definicao quando se conhece numericamente o valor de n dada uma regiao limitada
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p,l curva y = f(x) em [a, b], pode-se de imediato se calcular a soma de Riemann sem
passar por limite.
Por exemplo: 1- Dada a relimitada por f(x) = 1 em [0,2], n = 4 e pelo eixo dos XX,

determine a soma de Riemann.

-4 -3 -2 =1 ] \ E 3 4 5 6

X

-2

Figura 3: Divisoes da area em 4 rectangulos.

A 4rea ¢é determinada da seguinte forma; A=Y' R, =R, +R,+R;+

2-0

RyMaitisculaR; = f(x;).Ax, Ax =2 == x; = 0+ iAx e f(x;)) = 1
po_qi 1,1 1 1 1o 11
I It Rl Yek R R T el

A—R—Z:R—1+1+1+1—22 %:unidades de 4

= —.1 i=5totots= u“(u“:unidades de area)
=

Pela integracao ter-se-ia:

2
R =f 1dx = (x)% = 2u?
0

A resolucdo pela integracao confirma a soma de Riemann.

2-Determine a area, pela soma de Riemann, limitada por;

f(x) = x + 1 no intervalo [1,2].

. ~ 2-1 1 .
Os subintervalos, em pontos x; , sdo dados pelo tamanho: Ax = —=—x=atilx=

i n+i n+i n+i 2n+i
s = (5) = =T

n n
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Assim area é dada por: A = lim e f(x)Ax = Jlim [ (E) i =

i(2n+i)= (iZn+ii)

i=1

S

n
22n=2n21=2n(1+1+1+---+1)=2n2

i=1 i=1

n

1
SomaSomaZi= 1+2+3+---+n=§n.(n+1)
i=1

n
2n Y 1+ (A +2+3+-+n)
)

[(A+14+1+4+1D+A+2+3++n)]

n 2
Z(2n+i)=lzn2+(n+1)nl=5n +n

2 2
n n
2n+ i\ i
A = lim Zf(xl-)sz lim Z( ).—
i=1 i=1
__5n*+n 5
AT o T2

Pela resolucao via integral tem-se:

2 XZ X 1 3 5 ,

Assim, vé-se o confirmar de operacoes.
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v

y=zr+l

Figura 4: Grafico da ara limitadapory =0,y = x + 1,em[1,2] .

Desta feita, acede-se a um conjunto de exercicios, pelas somas de Riemann, nos
intervalos expressos com as suas respectivas linhas de limitacao que fazem as regioes.
Determine as somas de Riemann, delineadas pelas regides abaixo nos seus respectivos
intervalos:

a)f(x) = x2,[1, 2] e pelo eixo dos XX em [1,2]

b) f(x) = x3,[1, 2] e pelo eixo dos XX em [1,2]
)f(x) = x*,[1, 2] e pelo eixo dos XX em [1,2]

2-1 1 . i nti
Paraa)vem: Ax =—==, x;=a+ilx=1+-=—
n n n n

(n+i> n% + 2in + i?
n n?
n n

n? +2m+l 1 1 ) ) =

A= Z -—=—3Z(n + 2in +i°)
nooniL
=

i=1

Z(n +2in+i?%) = 1( Zl+2n i+ ) i%)

1 n
ﬁl(n221+2n

n n n
i=1 i=1 =1
=1 i=1

L+zn:i2)]

n
= i=1

1
F[nz(l+1+1+---+1)+2n(1+2+3+---+n)+(12+22+32+---n2)]

n(n+ 1)

eseque; 1+1+1+--+1=n, 1+2+3+--+n e 12422432+ ...n2 =

n(n+1)

%n(n+1)(2n+1)n—13[n2.n+2 + = n(n+1)(2n+1)]
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n*+n? 2n3+3n°+n 1 7,
1+ + =1+1+5=35u

A=l
b n3 613 3~ 3

n—-0oo

Pela integracao vem:

2 x3 8 1 7
A= Zd = (—)2 =——_=_9?
flx *=F)i=3-3=3¢
Y .

2

y=u

4 6

X

Figura 5: Grafico da 4rea limitadapory = 0 ey = x? em[1,2] .

2—-1 1 . i n+i
Parab)vem: Ax =—=-, x;=a+iAx=1+-=—
n n n n

n+i n3 + 3in? + 3i?n + i3
( n >: n3
1 n n n n
= [n321+3n221+3n2i2+213]
i=1 i i=1 i=1

—
Parcialmente tém-se as seguintes resolucgoes:

n
Zl=1+1+1+~--+1=n

=1
n

Zi=1+2+3+---+n=

i=1

nn+1)
2

n

1
Zl2:12+22+32+nZZEn(n+1)(2n+1)
i=1

n
Zi3=13+23+33+...n3

i=1

_n*(n+1)?
B 4

nn+1 1
¥+ 3n.—n(n+1)2n+1) +
n* 2 6

' 4
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A tim L n4+3n4+3n3+2n4‘+3n3+n2+n4+2n3+n2
noeo 2 2 4
E=1+§+1+1=1—5u2
2 4 4

Pela integracao vem:

2 x4 16 1 15
A:fl X3dX:(T)%:T—Z:Tu2.

Figua 6: Grafico da area limitada pory = 0 ey = x3 em[1,2] .

2—1 1 . i n+i
Parac)vem: Ax =—=-, x; =a+ilx=1+-=—
n n n n

(n + i> n* 4 4in3 + 6n%i% + 4i>n + i*

n_ n*
n* + 4ind® + 6n%i? + 4i3n+i* 1
A= lim _ =
n— n n

1
A= lim = (n* + 4in® + 6n2i% + 4i3n + i*)
n—-oo
i=1

Fazendo as somas parciais, vem:

n n n n n
1+4n3 ) i+6n% ) i?+4n ) i3+ ) i)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n
. n(n+1)
L' T2
=1
- 1
2= gn(n +1)(2n+1)
i=1
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n 2 2
Zi3:n (n+1)
’ 4

n(n+1)(6n®>+9n?+n—-1)

n

§y4=15+ﬁ+34+m+n4=

_ 30
=1
1 n
A= lim EZ(n“ + 4in3 + 6n%i% + 4i3n + i*)
n—-oo
i=1
A 1+2+2+1+1 2
= —=—u
25 5
5
Por via de integracdo tem-se: A= flz xtdx = (x—) =2_2-e
s/ 5 5 s
Y 18
16 4
14
12 4
10
y=a'

o
64
"
2]

-8 -6 -4 -2 0 | 2 4 6 8 10 12 14 16

X

Figura 7rafico da area limitadapory = 0 ey = x* em[1,2] .
A seguir, vai-se garantir o tratamento de regioes limitadas nao necessariamente, pela
curva y = f(x) e pelo eixo dos XX mas sim, pelas curvasy = f(x) ey = g(x) no
intervalo [a, b]. Desta maneira, segue-se a ordem dos exercicios anteriores, achando as
soma de Riemann limitadas pelas condi¢oes expressas:

d) f(x)=190() =x*

e) fl)<x+1,g(x)=>x*eh(x)<1—x

Para d) tem-se o grafico:
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h

-4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4

1

Figura 8: grafico de area limitada pory = 1 e y = x2.

Para d) vem: Ax =1:—1=§, x;=a+iAx = —1+2;i=2iT_n
Quanto a funcao f(x) = 1, tem-se:
f(Zi — n) —1
n
2i —n\ 4i%? — 4in + n?
g( n ) - n?

Como a area ¢ limitada superiormente pela recta f(x) = 1 e inferiormente pela curva
g(x) = x2, no intervalo obtido por:
y=1
>x2=1>x= +1
y=x*
Deste siistema obteve-se dois pontos (—1,1) e (1,1), o intervalo da area que se pretende
calcular é; [—1,1].

Assim, pelas somas de Riemann, a area limitada por duas curvas vem expressa:

n n
MaiusculaA = lim (Z f(x)Ax — Z g(x). Ax>
n—->oo
i=1 i=1

8 4
A=2- 3t 4 -2 = guz(unidades de area)

Pelo processo de integracao vem;

1 5 x3 ) 1 1 4, )
A=J- (1—x)dx=(x—?)_1=1—§+1—§=§u (unidades de area)
-1
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Assim confirma-se o resultado.

Para e), tem-se o grafico:

Figura 9: Gréfico da 4rea limitada pelas regides f(x) <x +1,g(x) = x?eh(x) <1 -
x
Deve-se, de imediato, determinar os pontos de intersecao entre as fungoes, tal como se

apresentam os sistemas.

Af)=x+1 f(x)=x+1 (x)=1-—x
D , 1) e III)
{90 =x* <h(x) =1-x 9 () = x?
\ \ .
Resolvendo o primeiro sistema (I), tem-se:
1+V5

x2—x—-1=0= A=5 x = 5

1-V5
Para x, == y=—-

. 1—/5 , T
De acordo com a figura 9, no segundo quadrante x; = —— - Como a area é limitada

superiormente por duas curvas diferentes, recorremos ao sistema II) para determinar
o valor de x na interseccao entre elas:

x+1=1-x=>2x=0=>x=0ey=1
Também, resolve-se ja o sistema III) x* =1-x=2x*+x—-1=0= A=5,x,, =
—14V5

> .
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, .. V5 -1 V5-1 _ 3-+5
Como o valor de x é do primeiro quadrante vem: x, = —ey=1l-—=—].

Assim, deve-se fragmentar o dominio: [1_2\5 , \/§2—1] = [1_‘5 , 0] U [0, %]

Analisa-se o calculo das somas de Riemann parcialmente, para o primeiro caso vem o

intervalo; [1_7\5 , O].

Ax=\/§_1, xi=a+iAx=—1_\/§+\/§_1i

2n 2 2n
( )_1—\/§+\/§—1_+1 3-V5 V5-1
flx) =— n 2 2n

2

1-v5 V5-1\ /1-v5\" /1-v5\ (V5—-1\ [(V5-1.
g(xi)=< > + o l) =< > >+2< 5 >< o L>+< o l)
6 — 2v/5 6-2V5 6-2V5

g(x;) = 1 -2 o i+ e i
()_3—x/§+2x/§—6,+3—x/§,2
g = on LT oz ¢

As somas de Riemann sao dadas pela seguinte formula:
n n
EMaitsculaA = <Z f(x;).Ax — z g(x;). Ax)
i=1 i=1

Dada a extensividade das somas, entende-se fazé-las parcialmente:

[2 1—\/_ V5 -1 >\/§—1
i+1).

MaitsculaA; = lim

]

n—oo 2n 2n
‘_ 4/5-8+4+3—-+5
4
_ 3vV5-5
InferiorA, = —

A2 = lim

n—-oo

C(3-V5 2V5-6_ 3-v5 )\ V5-1
;( 2 o oz l)' 2n

16—8\/§+4\/§—8_\/§—2
_ 8 12 3
Portanto, estabelece-se a diferenca entre as duas somas de Riemann para se obter a

InferiorA, =
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soma resultante:

3V5-5 V5-2 5V5-7
4 3 12

2

A = Al - AZ =
Pela integracao, tem-se:

u

1—2«/§+5+1—x/§+1—3\/§+15—5x/§

0
_ _ 2 - _
A—fl_zﬁ(x+1 x%)dx = 5 5 72

5v5 —

7
= Tuz (unidades de area)

, numerador , raiz quadrada de 5 menos 1, fim de numerador , sobre 2,do intervalo

[0 , %] tem-se:

,x, fim de base , inferior  linha i.E igual a a.Mais i.IncrementoAx = \/51—11’ X =
a+ite =S int) =1 -2 =1 Y
2n n on
(x;) = \/3_1'2_3_\/§'2M ., laB. = Ii - 1 \/g—l. JV5—-1
gx) =\ — 1) =5 ot aluscual_nggoll —i).—
L=
_V5-1 3-+5
2 4
_3V5-5
S

%n(n +1)(2n+1)

B, = lim [Z’;@—l_zn \/3—1il=\/§—2

n—oo 2n i=1 4n? 3

3V/5-5 V5-2 9/5-15-4V5+8
4 3 12

B:BI_BZ
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5vV5-7
12

B=B,—B, = u?(unidades de area).
Pelo processo de integracdo, uma vez que se pretende confirmar o resultado obtido

vem:

V-1 V5-1
2 2y 4 x?  x3 2
= 1— —_— = —_—————
J;) (1—x—x%)dx X—> =3

0

V5-1
_fT(l 2 g _V5-1 5-2V5+1 5V5-15+3V5-1
~ ), xmx)dx = 8 24
\5-1
B‘f—z 1 24 _V5-1 3-+v5 V5-2
=), xoxexr="m 4 3
V5-1
7 6vV5—6—9+3V5—4V5+38
B=j (1—x—x%dx = B
0

Mailscula B é igual a integral de 0 a numerador ,raiz quadrada de 5 menos 1 fim de numerado

V5-1

Jy? A=—x—x*)dx = 557

u?(unidades de area).

Portanto, tendo em conta a fragmentacao que havia sido feita, uma vez que se realizou
somas parciais de Riemann, agora recorre-se ao intervalo inicial para garantir a soma

total e dai vem:

u?(unidades de 4rea)

S=A+B="C"Ty2y 5572 557
12 12 6

Pela integracdo vem:

0 = 5V5 —7
_ 2 2 2 _ 2
A+B—L_ﬁ(x+1 x)dx+J0 1—-x—-x%)dx=2 7 U
2

_ 5V5-7

A+B u?(unidades de 4rea).

Revista Cientifica do ISCED - Huila, Lubango |v. 3, n.2 |pp 60-85| Julho-Dezembro|2022




Revista o

CI E NTI FI c A Revista Cientifica do ISCED-Huila

DO ISCED DA HUILA Copyright © 2026

Consideracoes finais

No nosso estudo, constatamos que os contetidos sobre as Somas de Riemann nao tém
sido ministrados por nao constarem dos conteiidos programaticos das cadeiras de
Analise Matematica I e II. Esta caréncia agrava as dificuldades dos estudantes dos 1°s
anos dos cursos de Ensino de; Matematica, Fisica, Informatica-Educativa e de
Quimica, pois que os mesmos revelam situacées de nunca terem abordado em
unidades curriculares afins.

O tratamento das somas de Riemann pressupde a abordagem geral de séries,
fundamentais na obtencao do termo geral da soma de elementos de uma determinada
sucessao.

A abordagem de séries implica o dominio sobre varias areas: sucessoes; aritmética,
geométrica e geométrico-aritmética, entre outras.

A abordagem de séries manifestou, principalmente, a soma de termos aritméticos,
geométricos, a soma de quadrados, a soma de cubos e a soma de poténcias de expoente
4, bem como os seus respectivos termos gerais das somas de n primeiros termos, que
consideramos como parte fundamental para o asseguramento dos conhecimentos
necessarios para o desenvolvimento das competéncias dos futuros professores de
ciéncias exactas.
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